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Sommario - In questo articolo presentiamo un meto-
do analitico semplificato per la valutazione della condut-
tanza verso terra delle rotaie; il metodo proposto tiene
conto della presenza di traversine e ballast; inoltre, la de-
scrizione del suolo ¢ basata su un modello a due strati;
cid rappresenta un miglioramento rispetto al modello,
spesso usato, di terreno omogeneo.

1. Introduzione

In studi e progetti riguardanti la valutazione dell'inter-
ferenza elettromagnetica prodotta da line ferroviarie elet-
trificate (sia in corrente alternata che in corrente conti-
nua) su strutture metalliche come tubazioni e cavi di tele-
comunicazione, un parametro di importanza fondamen-
tale & la conduttanza della rotaia verso terra.

Lo stesso vale quando si considerano le correnti va-
ganti che sono responsabili dell'incremento del rischio di
corrosione per tubazioni e condotte metalliche poste nel-
le vicinanze del tracciato della linea ferroviaria.

La conduttanza delle rotaie gioca un ruolo molto im-
portante anche per quanto riguarda la valutazione della
tensione di rotaia. Ricordiamo che tali valutazioni sono
finalizzate ad assicurare la sicurezza elettrica per le per-
sone e per gli impianti (si vedano per esempio le norme
EN 50443, IEC EN 50122-1) e a stimare il rischio di cor-
rosione legato alle correnti vaganti (si vedano le norme
EN 50162, EN 50122-2).

Inoltre, le conduttanze delle rotaie (auto e mutue) so-
no importanti anche quando si affrontano problematiche
legate al segnalamento poiché esse influenzano diretta-
mente le prestazioni dei circuiti di binario (se presenti).

E’ ben noto che l'intera linea ferroviaria (conduttori di
alimentazione, di protezione e rotaie) pud essere efficace-
mente simulata per mezzo del modello di linea multicon-
duttore [1], [2], [3] che richiede, come dati di ingresso, la
conoscenza delle conduttanze delle rotaie (auto e mutue)
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Abstract - In this paper we present a simplified analyti-
cal method for the evaluation of the rails conductance to
earth; the proposed method takes into account of the pres-
ence of sleepers and ballast;, moreover the description of
the soil is based on a two layer model which represents an
improvement with respect to, the often used, homogeneous
earth model.

1. Introduction

In projects and studies concerning the evaluation of
electromagnetic interference produced by electrified railway
lines (both AC and DC) on metallic structures, such as
pipelines and telecommunication cables, a parameter of
fundamental importance is the rail conductance to earth.

The same is true when dealing with stray current impact
which is responsible of the increased corrosion risk for metal-
lic pipes and ducts located nearby the railway line route.

Rail conductance also plays a very important role also
when rail voltage evaluation is concerned. We recall that all
these assessments are aimed at ensuring the electrical safe-
ty for people and installations (see, for example, EN 50443,
IEC EN 50122-1 standards) and to estimate the risk of cor-
rosion related to stray currents (see EN 50162, EN 50122-2
standards).

In addition, rails conductances (self and mutual) are
important also when dealing with signalling as they directly
affect the performance of track circuits (if present).

It is well known that the railway line as a whole (feed-
ing and protection conductors together rails) can be effec-
tively simulated by means of the multi-conductor line mod-
el [1], [2], [3] which requires the knowledge of the per unit
length (p.u.l.) rail conductances (self and mutual) that just
are the subject of this paper.

In other words, the p.u.l. conductances (or, more pre-
cisely, as outlined in section 2.1, the coefficients of conduc-
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per unita di lunghezza (p.u.l.) le quali sono l'oggetto del
presente articolo.

In altre parole, le conduttanze p.u.l. (o, piu precisa-
mente, come specificato al paragrafo 2.1, i coefficienti di
conduttanza) sono parametri di ingresso fondamentali
per il modello multiconduttore che descrive la linea di
trazione in quanto essi hanno una forte influenza sulla
distribuzione di tensioni e correnti lungo la linea di tra-
zione stessa. A sua volta, la distribuzione di tali tensioni e
correnti lungo la linea di trazione influenza largamente il
livello di interferenza elettromagnetica generata su altre
strutture come cavi di telecomunicazione, tubazioni me-
talliche ecc.

Quindi, una stima affidabile delle conduttanze p.u.l.
delle rotaie & di grande importanza per una corretta valu-
tazione dei possibili effetti su strutture interferite elettri-
camente da linee ferroviarie.

A causa della complessa geometria (si veda una rap-
presentazione semplificata di un binario ferroviario in
Fig. 1), l'approccio finora seguito in letteratura per calco-
lare le conduttanze delle rotaie, tenendo conto di traver-
sine e ballast, & basato su metodi numerici; infatti, si pos-
sono trovare alcuni articoli basati sul metodo degli ele-
menti finiti (FEM) [4], [5] mentre, pill recentemente, &
stato proposto un approccio alternativo, basato sul Meto-

do degli Elementi di Contorno (BEM) [6], [7].

Al contrario, in questo articolo, presentiamo un ap-
proccio semplificato, ma analitico che, come nei metodi
numerici, precedentemente menzionati, ha il merito di
tener conto dei principali elementi del binario che in-
fluenzano la dispersione di corrente nel suolo cioe tra-
versine e ballast. Inoltre la descrizione del terreno & ba-
sata su un modello a due strati che rappresenta un mi-
glioramento rispetto al modello, spesso usato, di suolo
omogeneo.

I risultati presentati in questo articolo sono ottenuti
nell'ipotesi di corrente continua e pertanto direttamente
applicati a linee ferroviarie con questo tipo di alimenta-
zione; tuttavia essi possono essere estesi anche al caso di

rails
I sleeper I

Figura 1 - Rappresentazione schematica del binario.
Figure I - Track sketch.
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tance) are key input data for the multi-conductor model
representing the traction line as they have a decisive influ-
ence on the distribution of voltages and currents along the
traction line itself. In turn, the distribution of such voltages
and currents, present on the traction line, greatly affects the
electromagnetic interference level generated on other struc-
tures such as telecommunication cables, metallic pipes,
etc. Then, a reliable estimation of the p.u.l. rail conduc-
tances is of great importance for a correct assessment of the
possible effects on structures electrically interfered by rail-
way lines.

Due to the complicated geometry (see in Fig. 1 a sketch
of a railway track), the approach followed till now in litera-
ture, to calculate the rail conductances by taking into ac-
count the presence of sleepers and ballast, is based on nu-
merical methods; in fact, some papers, based on the Finite
Element Method (FEM) [4], [5] can be found while, more
recently, an alternative approach [6], [7] based on Bound-
ary Element Method (BEM) has been proposed.

On the contrary, in this paper, we present a simplified
but analytical approach that, as in the previously men-
tioned numerical methods, has the merit of taking into ac-
count the main elements of the track which influence the
current leakage current to soil i.e. sleepers and ballast. Fur-
thermore, the description of the soil is based on a two layer
model which represents an improvement with respect to
the, often used, homogeneous earth model.

The results presented in this paper are obtained under a
DC assumption and therefore directly applied to the rail-
way lines with this type of power supply; however, they can
also be extended to AC (i.e. 16.67Hz, 50Hz and 60Hz) rail-
way lines, since, at the typical traction frequencies, rail
conductances values are almost identical to those at 0Hz

8], [9].

2. Description of the calculation method
2.1. Transmission line model for rails

The first fundamental hypothesis is based on the adop-
tion of the transmission line model for rails that are treated
as parallel, infinitely long conductors and conductively’
coupled through sleepers, ballast and earth.

By assuming the transmission line model, one also im-
plicitly assumes a two-dimensional model for the group of
conductors considered.

M In the case of AC railway lines, rail-to-ground circuits are
also inductively coupled, but this does not affect the conduc-
tance evaluation at all, because, at low frequencies, inductive
and conductive couplings can be separately studied. From the
theoretical point of view, rails are also capacitively coupled, but,
at the frequencies considered, such an effect can be neglected
with good approximation.
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linee ferroviarie in corrente alternata (cio¢ 16.67Hz,
50Hz and 60Hz) poiché, alle tipiche frequenze utilizzate
nella trazione, le conduttanze delle rotaie sono quasi
identiche a quelle a OHz [8], [9].

2. Descrizione del metodo di calcolo
2.1. Modello di linea di trasmissione per le rotaie

La prima ipotesi fondamentale ¢ basata sulla adozio-
ne del modello di linea di trasmissione per le rotaie che
sono trattate come conduttori infinitamente lunghi e ac-
coppiati, dal punto di vista conduttivo!, attraverso traver-
sine, ballast e terreno.

Assumendo il modello di linea di trasmissione, impli-
citamente si assume un modello bidimensionale per il
gruppo di conduttori considerati.

Pertanto, se x & la progressiva lungo il binario ed N &
il numero di rotaie, le equazioni che legano le correnti di-
sperse p.u.l. da parte delle rotaie (-dI/dx) con il potenzia-
le delle rotaie V, (i=1, 2,..N) possono essere espresse in
forma compatta come:

dr,
Ira]l Vi
dl, g1 91N
=] | [V (1
ﬂj In1 INN Vy
dx

In (1), la matrice quadrata [g] di ordine NxN rappre-
senta i coefficienti di conduttanza p.u.l.; essi non hanno
un diretto significato fisico, ma sono legati alle condut-
tanze p.u.l. attraverso le seguenti relazioni:

Gro = X)=1 9kj k=12,..,N (2a)

ij = _gkj k,] = 1,2, ,N k :,t] (Zb)

In (2a), G, rappresenta la conduttanza p.u.l. della k-
esima rotaia rispetto alla terra (lontana) mentre in (2b)
G,; rappresenta la conduttanza mutua p.u.l. tra le rotaie

k-esima e j-esima.

A differenza dei coefficienti di conduttanza che sono
mere quantita matematiche (esse non sono altro che gli
elementi della matrice quadrata in formula (1)), le con-

(M Nel caso di linee in corrente alternata, i circuiti rotaia-ter-
reno sono accoppiati anche dal punto di vista induttivo, ma que-
sto non influenza affatto la valutazione delle conduttanze per-
ché, alle basse frequenze, gli accoppiamenti induttivo e condutti-
vo possono essere studiati separatamente. Teoricamente, le ro-
taie sono accoppiate anche dal punto di vista capacitivo, ma, alle
frequenze considerate, tale accoppiamento puo essere trascurato
con buona approssimazione.
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So, if x is the progressive along the rails and N the num-
ber of rails, the equations relating the p.u.l. leakage cur-
rents from the rails (-dI/dx) with rails potentials V, (i=1,
2,..N) can be expressed in compact form as:

dly

Ira]l Vi

| dly | 9.11 gyv V.

dx : : :2 (1)
{ In1 9NN V'N

In (1), the square matrix [g] of NxN order represents the
p.u.l coefficients of conductance; they do not have a direct
physical meaning, but they are related to the p.u.l. conduc-
tances by means of the following relationships:

Gro = X)=1 k) k=1.2,..,N (2a)

ij=_gkj k,j= 1,2, ,N ki] (Zb)

In (2a), G, represents the p.u.l. conductance of the k-th
rail with respect to (remote) earth while in (2b) G, repre-
sents the p.u.l. mutual conductance between k-th and j-th

rails.

Unlike coefficients of conductance which are pure
mathematical quantities (they just are the elements of the
square matrix in formula (1)), conductances have a direct
physical and circuital meaning (see Fig. 3) and, as such,
can be measured (see for example [9]); in particular, the
conductance to earth is related to the current leaked in the
soil, while the mutual conductance is related to currents
exchanged among rails.

It is necessary to mention that the p.u.l. coefficients of
conductance contained in matrix [g], above introduced, are
not directly calculated but they are obtained by means of
the coefficients of potential (also said Maxwell coefficients)
matrix [w]; the square matrix [w] is related to [g] through
the following relationship:

[g] = [w]™ (3)

Once the elements of [g] are known, the evaluation of
the p.u.l. conductances is possible by means of (2a) and

(2b).

It is useful to notice, by looking at formula (2a), that
the p.u.l. conductance to earth of the k-th rail depends not
only on the k-th self coefficient of conductance but also on
the mutual coefficients of conductance between the k-th
rail and the other (N-1) rails; in other words, the p.u.l. con-
ductance to earth of a rail also depend on the mutual con-
ductive coupling with all the other rails present.

2.2. Track geometry simplification and equivalent circuit

The second fundamental assumption deals with the
track geometrical and electrical simplification (see Fig. 2);
for simplicity, we have considered a single track line, but
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duttanze hanno un significato fisico e circuitale diretto
(si veda Fig. 3) e, come tali possono essere misurate (si
veda per esempio [9]); in particolare, la conduttanza ver-
so terra ¢ legata alla corrente dispersa nel suolo, mentre
la conduttanza mutua & legata alle correnti scambiate tra
rotaie.

E’ necessario menzionare che i coefficienti di condut-
tanza p.u.l. contenuti nella matrice [g], sopra introdotta,
non vengono calcolati direttamente ma sono ottenuti per
mezzo della matrice dei coefficienti di potenziale (detti
anche coefficienti di Maxwell) [w]; la matrice quadrata
[w] & legata a [g] per mezzo della seguente relazione:

[g] = [w]™* 3)

Una volta noti gli elementi di [g], la valutazione delle
conduttanze p.u.l. & possibile attraverso le (2a) e (2b).

E’ utile notare, guardando alla formula (2a), che la
conduttanza p.u.l. della k-esima rotaia dipende non solo
dal k-esimo coefficiente di conduttanza ma anche dai
coefficienti di conduttanza mutui tra la k-esima rotaia e
le altre (N-1) rotaie; in altre parole, la conduttanza verso
terra p.u.l. di una rotaia dipende anche dal mutuo ac-
coppiamento conduttivo di essa con tutte le altre rotaie
presenti.

2.2. Semplificazione della geome-
tria del binario e circuito equi-
valente

La seconda assunzione fonda-
mentale riguarda la semplificazione
geometrica ed elettrica del binario
(vedi Fig. 2); per semplicita, abbiamo
considerato una linea a binario singo-
lo, ma l'estensione del modello a linee
a doppio binario o multi binario &
immediata.

Gs[eeper/ballast

In Fig. 2 possiamo notare che le
rotaie sono modellizzate da condutto-
ri semicilindrici equivalenti e il ruolo
delle traversine e ballast & giocato da
un rivestimento equivalente di forma
semicilindrica interposto tra rotaia e
suolo; quest’'ultimo & rappresentato
da due strati orizzontali aventi resi-

stivita p, e p, rispettivamente.
Il circuito equivalente associato

alla rappresentazione semplificata
del binario & mostrato in Fig. 3.

In Fig. 3, possiamo notare che la
conduttanza totale p.u.l. verso terra
(lontana) di una rotaia ¢ data dalla
combinazione in serie della condut-
tanza p.u.l., associata al contributo di

air Equivalent semi-cylindrical rails
= -
soil
p1 Equivalent coating representing sleeper and ballast

Figura 2 - Modello equivalente semplificato del binario.
Figure 2 - Equivalent simplified model of the track.

the extension of the model to double track or multi-track
lines is straightforward.

In Fig. 2 we can notice that the rails are modelled by
equivalent semi-cylindrical conductors and the role of
sleeper and ballast is played by an equivalent semi-cylindri-
cal coating interposed between rail and soil; the latter one
is represented by two horizontal layers having resistivity p,
and p, respectively.

The equivalent circuit associated to the simplified track
representation is shown in Fig. 3.

Gs[eeper/ballast

Remote earth

traversine e ballast, con la conduttan-
za p.u.l. associata al contributo del

INGEGNERIA FERROVIARIA

Figura 3 - Circuito equivalente del binario.
Figure 3 - Equivalent circuit of the track.
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terreno; pertanto, la conduttanza totale p.u.l. G, (i=1,2)
verso la terra lontana di una rotaia ¢ data dalla relazione:

1 1 1

[l +
Gio Gsleeper/ballast Gearth (4)

In Fig. 3 & mostrato anche I'elemento G,, che rappre-
senta la conduttanza mutua p.u.l. tra le due rotaie.

I prossimi paragrafi sono dedicati a presentare le for-
mule necessarie per il calcolo degli elementi mostrati nel
circuito di Fig. 3.

2.3. Conduttanza di traversine e ballast

Lidea fondamentale & rappresentare traversine e bal-
last mediante strati equivalenti di forma semicilindrica
ed aventi conducibilita data da o, e o,; i punti principali
da porre in evidenza sono:

e Le rotaie sono rappresentate da due conduttori equi-
valenti semicilindrici aventi raggio dato da:

Ly
Treq = 3)

ove L, ¢ la larghezza della base della rotaia (cioe la parte
di superficie della rotaia a diretto contatto con la traver-
sina). Quindi, la (5) implica che l'area di contatto tra ro-
taia equivalente semicilindrica e traversina & uguale a
quella tra la rotaia reale e la traversina.

e Le traversine sono rappresentate da uno strato equi-
valente semicilindrico avente raggio interno dato da
(5) e raggio esterno dato da:

Ls
Tseq = . (6)

ove L ¢ la lunghezza della traversina (cioe la parte a di-
retto contatto con il ballast). Pertanto, la (6) implica
che l'area di contatto tra traversina equivalente semici-
lindrica e ballast & uguale a quella tra traversina reale e
ballast.

La conduttanza p.u.l. G, associata alle traversine &
data da:

OsT

ln(M) (7)

Treq

Gy =

e 1l ballast & rappresentato da uno strato equivalente se-
micilindrico avente raggio interno dato dalla (6) e rag-
gio esterno dato da:

L
Theq = ;b (8)

ove L, & 'ampiezza del ballast (cioe la parte a diretto con-
tatto col suolo). Pertanto, la (8) implica che l'area di con-
tatto tra strato equivalente semicilindrico di ballast e suo-
lo & uguale a quella tra ballast reale e suolo.
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In Fig. 3, we can notice that the total p.u.l. conduc-
tance to (remote) earth of a rail is given by the series of the
p.u.l. conductance associated to the sleeper and ballast
contribution and of the p.u.l. conductance associated to
the earth contribution; thus, the total p.u.l. conductance
to remote earth of a rail G, (i=1,2) can be obtained by the
relationship:

1 1 1
Gearth (4)

Gio Gsleeper/ballast

In Fig. 3 is also drawn the element G,, that represents
the p.u.l. mutual conductance between the two rails.

The next paragraphs are devoted to present the formulas
needed for the calculation of the elements shown in the cir-
cuit of Fig. 3.

2.3. Sleeper and ballast conductance

The basic idea is to represent sleeper and ballast by
equivalent semi-cylindrical layers having conductivity giv-
en by o, and o,; the main points to be put into evidence are:

e The rails are represented by two equivalent semi-cylin-
drical conductors having radius given by:

Ly
Treq = . (5)

where L, is the width of the rail foot (that is the portion of
rail surface in direct contact with the sleeper). Thus, (5)
implies that the contact area between the equivalent rail se-
mi-cylinder and sleeper is equal to the one between real rail
and sleeper.

o The sleepers are represented by an equivalent semi-
eylindrical layer having internal radius given by (5)
and external radius given by:

Lg
Tseq = T (6)

where L is the length of the sleeper (that is the portion
sleeper in direct contact with the ballast). Thus, (6) implies
that the contact area between the equivalent sleeper semi-
eylindrical layer and ballast is equal to the one between real
sleeper and real ballast.

The p.u.l. conductance G, associated to the sleepers is
given by:

osTT

ln(m> (7)

Treq

Gs =

e The ballast is represented by an equivalent semi-cylin-
drical layer having internal radius given by (6) and ex-
ternal radius given by:

L
Theq = ?b (8)

4/2020



SCIENZA E TECNICA | ——

La conduttanza p.u.l. G, associata al ballast ¢ data da:
opTT

piy ®

Tseq

Gb=

In molti casi, & presente un tappetino in materiale po-
limerico tra la base della rotaia e la traversina con lo sco-
po di aumentare l'isolamento tra le stesse; il modello qui
descritto non tiene conto della presenza di tale tappetino.
Tuttavia, il modello potrebbe essere opportunamente
adattato introducendo un ulteriore strato semicilindrico
di materiale isolante avente spessore d_ ., di alcuni milli-
metri ed interposto tra rotaia e traversina; la conduttanza

p-ul. G, associata a questo ulteriore strato semicilindri-
co ha una formula data da:
G _ Omat™
mat = ,n(M) (10)
Treq

Essendo o, la resistivita del tappetino isolante.

mat
Notare che le formule (7), (9) e (10) sono basate sulla
conduttanza p.u.l. di uno strato cilindrico la quale puo es-
sere facilmente trovata in letteratura (si vedano per esem-
pio [10], [11]); alfine di ricavare le (7), (9) e (10), si deve
tenere a mente che nel nostro caso, essendo la forma degli
strati semicilindrica ed essendo le formule riportate in [9],
[10] valide per uno strato cilindrico, le relazioni qui ripor-
tate tengono conto di un fattore moltiplicativo pari a 1/2.

Pertanto, la conduttanza equivalente p.u.l. legata alla
presenza di traversine e ballast ¢ data da:

1 _ Kmat 1

(11)

Gsleeper/ballast Gmat Gsleeper Gpallast

Ove K, € una costante che & uguale a 1 oppure 0 a

seconda della presenza o meno del tappetino isolante.

In [7] sono presentati alcuni risultati relative all'in-
fluenza del tappetino.

Poiché nel presente articolo intendiamo focalizzarci
sull'influenza della resistivita del suolo e sull’ampiezza
dello spessore del primo strato del terreno, nel seguito
supporremo che K =0.

Prima di concludere il paragrafo, & necessario aggiun-
gere alcune osservazioni riguardanti la formula (7). Im-
plicitamente, essa ¢ basata sull’assunzione che l'area di
contatto tra traversine e ballast sia continua lungo il bi-
nario. Tuttavia, questo in realta non & vero perché, a cau-
sa della presenza non continua ma in posizioni discrete
delle traversine sotto le rotaie, la simmetria longitudinale
del modello ¢ violata. Per superare tale difficolta, come
suggerito in [12], si pud introdurre una conducibilita
equivalente delle traversine o, data da:

2 1
O-seq=§0-b +§0-s (12)

Si puo giustificare tale formula ricordando che I'area
effettiva di contatto tra traversine e ballast & approssima-

INGEGNERIA FERROVIARIA

~254 -

where L, is the width of the ballast (that is the portion bal-
last in direct contact with the soil). Thus, (8) implies that
the contact area between the equivalent ballast semi-cylin-
drical layer and soil is equal to the real one between real
ballast and soil.

The p.u.l. conductance G, associated to the ballast is
given by:

opTT

iy 0

Tseq

Gb=

In many cases, a polymeric mat is present between the
foot of the rail and the sleeper, with the aim of increasing
the electrical insulation between the rail and the sleeper
themselves; the model, as described herein, does not take
into account the presence of such a mat. Nevertheless, it
could be suitably adapted, by introducing, a further semi-
cylindrical layer of insulating material having thickness
d,.. of some millimeters, interposed between rail and sleep-
er; the p.u.l. conductance G,,, associated to this further se-
mi-cylindrical layer has a formula given by:

G _ OmatT

mat — T +d
ln( Teq mat)

Treq

(10)

Being o, the resistivity of the insulating mat.

wat

Note that formulas (7), (9) and (10) are based on the
expression for the p.u.l. conductance of a cylindrical layer
that can be easily found in literature (see for example [10],
[11]); in order to obtain (7), (9) and (10), one has to re-
mind that, having, in our case, the layer a semi-cylindrical
shape and being the formulas reported in [10], [11] valid
for a cylindrical layer, the formulas here reported take into
account of a multiplying factor 1/2.

Therefore, the p.u.l. equivalent conductance related to
the sleeper/ballast presence is given by:

1 _ Kmat 1

(11)

Gsleeper/ballast Gmat Gsleeper Gpallast

Where K, is a constant that is equal to 1 or 0 depend-
ing on the presence of the insulating mat or not.

In [7] some results concerning the influence of the in-
sulating mat have been presented.

Since in the article we intend to focus on the influence
of soil resistivity and of the thickness of the first layer of
soil, in the following we will suppose that K ,,,=0.

at

Before concluding the paragraph, it necessary to add
some remarks concerning formula (7). Implicitly, it is
based on the assumption that the area of contact between
sleepers and ballast is continuous along the track. Never-
theless, this is not the real situation because, due to the dis-
crete placement of the sleepers under the rails, the longitu-
dinal symmetry of the model is broken. In order to over-
come such difficulty, as suggested in [12] one could intro-
duce an equivalent sleeper conductivity oy, given by:
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tivamente 1/3 dell’area che esisterebbe in caso di “traver-
sine continue”.

Una considerazione analoga ed una formula analoga
potrebbero essere introdotte per tenere conto del tappe-
tino isolante sotto le rotaie; in tal caso, la conducibilita
equivalente del tappetino o sarebbe data da:

mat eq

Omateq = gab + iamat (13)

Infine, vogliamo porre in evidenza che I'approccio
semplificato nel modellizzare traversine e ballast, non
ha la finalita di simulare il reale campo di densita di
corrente al loro interno; lo scopo & solo quello di calco-
lare una conduttanza equivalente che consenta di de-
scrivere il comportamento, in termini globali, di traver-
sine e ballast e permetta di simulare il loro effetto iso-
lante tra rotaia e suolo.

2.4. Contributo dovuto al suolo a due strati

Al fine di modellizzare I'influenza del suolo a due
strati, utilizziamo l'approccio descritto da Sunde [13] (i
dettagli sono forniti in Appendice); in base ad esso, il
contributo del suolo relativo al coefficiente di potenziale
p-u.l. della rotaia é:

_ 2
Wit earth (D) = Waz eqren(l) = %Ko(Frr eq) + pin_szo (Tr eq T2+ (:_A) ) (14)

Mentre il coefficiente di potenziale mutuo p.u.l tra le
rotaie & dato da:

— 2
W12 earth = W21 earth = %KO(FDr) + %KO (Dr A rz+ (ZT’_A) ) (15)

Ove A ¢ lo spessore del primo strato del terreno, D, &
la distanza tra le due rotaie, K, ¢ la funzione di Bessel
modificata di secondo tipo e di ordine 0 ed 1 & una fun-
zione del rapporto p,/p,. Per quanto riguarda la gran-
dezza T, che appare nelle (14) e (15), essa verra definita
pit avanti.

Infine, in accordo con [13], il parametro v pud essere
ottenuto per interpolazione lineare tenendo conto dei va-
lori in Tab. 1.

Tabella 1 — Tuble 1

Valori di n in funzione del rapporto p,/p,
Values of m versus the ratio p,/p,

P/p2 n
0.02 0.12
0.1 0.4
1 1.16
10 1.84
100 2
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2 1
o-sengo-b +§0-s (12)

One can justify this formula by remembering that the
actual area of contact between sleepers and ballast is ap-
proximately 1/3 of the area that would exist in case of “con-
tinuous sleepers”.

A similar consideration and similar formula could be
introduced for taking into account of the discrete place-
ment of the insulating mats under the rail; in that case, the
equivalent mat conductivity o, , would be given by:

mat eq

(13)

2 1
Omateq = go'b + go-mat

Finally, we would like to emphasize that, the simplified
approach in modelling sleepers and ballast, has not the pur-
pose of simulating the real field of current density inside
them; the aim is just to calculate an equivalent conduc-
tance that enables to describe the global behaviour of sleep-
ers and ballast and allows to simulate their insulating effect
between rails and soil.

2.4. Contribution due to the two layer soil

In order to model the influence of the two layer earth,
we adopt the approach described by Sunde [13] (the details
are shown in the Appendix); according to it, the contribu-
tion, relevant to the soil, when dealing with the p.u.l. self-
coefficient of potential of the rail, is:

- 2
Wi earth(r) = Wy earth(r) = %Ko(rrr eq ) + plnpz Ky <rr eq rz+ (%) ) (14)

While the p.u.l. mutual coefficient of potential between
the rails is given by:

— 2
W12 earth = W21 earth = %KO(FDr) + %KO (Dr1 rz+ (;_A) ) (15)

Where A is the first layer soil thickness, D, is the dis-
tance between the two rails, K, is the modified Bessel func-
tion of the second kind and zero order and n is a function
of the ratio p,/p,. As far as the quantity I, appearing in
equations (14) and (15), is concerned, it will be defined lat-
er on.

Lastly, according to [13], the quantity n can be evaluat-
ed by linear interpolation by taking into account Tab. 1.

2.5. p.u.l. coefficients of potential matrix

As already remarked in par. 2.1, the matrix [g] of the
p.u.l coefficients of conductance is obtained by inverting
the matrix [w] of the p.u.l. coefficients of potential; the ele-
ments of [w] are defined as follows:

w1 () = wy () = G !

sleeper/ballast

+ Wearth (F) (16a)
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2.5. Matrice dei coefficienti di potenziale p.u.l.

Come gia osservato al par. 2.1, la matrice [g] dei coef-
ficienti di conduttanza p.u.l. & ottenuta per inversione
della matrice [w] dei coefficienti di potenziale p.u.l.; gli
elementi di [w] sono definiti come segue:

w1 (1) = wy(T) = C ! + Wegren (1) (16a)

sleeper/ballast

Essendo w,, (') definita dalla formula (14). Pertanto,
sostituendola all'interno della (16a) abbiamo:

= = 1 L2k (T p1=p2 2 4+ (1)
Wi (D) = Wop (1) = g b 22K (T 0 ) + 222K ( 1 T2 +(35) ) (16b)

Per quanto riguarda gli elementi mutui, essi sono dati
direttamente dalla formula (15); quindi, abbiamo:

wio(I) = wyy (1) = 2 Ko(ID, ) + 2222 K, <Dr r2 + (%)2> (17)

Come possiamo notare dalla (15) e (17), i coefficienti
mutui di potenziale dipendono solo dal contributo del terre-
no; infatti, queste formule sono basate sull’assunzione che
l'accoppiamento conduttivo tra le rotaie non sia influenzato
dalla presenza delle traversine e del ballast, ma solo dal suo-
lo. Questa ipotesi e discutibile e rappresenta il punto di de-
bolezza del modello; nonostante questo, come mostrato nel
seguito, il confronto col metodo BEM evidenzia risultati ac-
cettabili per quanto riguarda la conduttanza verso terra.

2.6. Determinazione della constante I’

La constante I'che appare nelle formule (14)-(17) puo
essere determinata risolvendo numericamente la seguen-
te equazione trascendente:

Ry

= w;; ()

(18)

Ove w(I") & w,,(T') (o equivalentemente w,,(I')) ¢ R, la
resistenza p.u.l. della rotaia. Le formule atte a calcolare
R,, in funzione del tipo di rotaia e della frequenza posso-
no essere trovate in [14].

3. Alcuni risultati
3.1. Considerazioni preliminari

Come ¢ logico aspettarsi e come supportato dall’espe-
rienza [8], le condizioni ambientali, in particolare le con-
dizioni meteorologiche, influenzano fortemente i valori
di conduttanza delle rotaie; intuitivamente, la conducibi-
lita di traversine e ballast aumenta con il livello di umi-
dita e pertanto, in condizioni di tempo umido e piovoso, i
valori di conducibilita saranno verosimilmente alti men-
tre in condizioni di tempo caldo e secco i valori tenderan-
no ad essere bassi.
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Being w,,,,(I) the quantity defined by formula (14).
Therefore, by substituting it into (16a) we have:

_ _ 1 P2 pi-p n)\?
Wi (1) = wia(0) = g 22K (I g ) + 222K (n T2+ (2) ) (16b)

As far as the mutual elements are concerned, they are
directly given by formula (15); thus, we have:

wio(I) = wyy (1) = 2Ky (ID, ) + 2222 K, (Dr Iz + (%)2> (17)

As we can notice from (15) and (17), the mutual coeffi-
cients of potential depend only on the contribution of the
earth; in fact, these formulas are based on the assumption
that, the conductive coupling between the rails is not influ-
enced by sleepers and ballast, but only by the soil. This hy-
pothesis is questionable and represents the weak point of
the model; in spite of that, as shown in the following, the
comparison with BEM method vields acceptable results as
far as the conductance to earth is concerned.

2.6. Determination of the constant G

The constant T appearing in formulas (14)-(17) can be
determined by numerically solving the following transcen-
dental equation:

Ry

I= wi;(T)

(18)

Where w,(I') is w,,(T) (or equivalently w,,(I')) and R, is
the p.u.l. rail resistance. Suitable formulas for calculating
R, depending on the type of rail and on the frequency, can
be found in [14].

3. Some results
3.1. Preliminary considerations

As is logical to expect and as supported by experience
[8], environmental conditions, especially weather condi-
tions, strongly affect the conductance values of the rails; in-
tuitively, the conductivity of sleepers and ballast increases
with the humidity level; therefore, with damp and rainy
weather, high conductivity values are expected while, with
hot and dry weather conditions, the values will tend to be
low.

In addition to the meteorological factor, the conductivi-
ty of sleepers and ballast is also influenced by the age of the
track and its maintenance status; in fact, recent and well
maintained materials tend to be better insulating than ma-
terials with many years of life and poor maintenance.

In fact, poor maintenance implies accumulating, over
time, of rust, dirt, contaminants, etc. on ballast and sleepers
with the final result of decreasing the electrical insulation
level of the rails with respect to the earth and between them.
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Oltre al fattore meteorologico, la conducibilita di tra-
versine e ballast & influenzata anche dall’eta del binario e
dal suo stato di manutenzione; infatti materiali nuovi e
ben mantenuti tendono ad essere meglio isolanti rispetto
a materiali con molti anni di vita e con scarsa manuten-
zione.

Infatti, una scarsa manutenzione implica 'accumular-
si nel tempo di ruggine, sporcizia, contaminanti ecc. su
ballast e traversine col risultato finale di diminuire il li-
vello di isolamento elettrico delle rotaie dal terreno e tra
loro stesse.

Tenendo conto sia del fattore meteorologico che di
quello legato alla manutenzione del binario, nei calcoli
che seguono ed in accordo con [15], & conveniente suddi-
videre a grandi linee i valori di conducibilita di traversine
e ballast in tre gruppi:

e Valori bassi (condizioni climatiche secche e buono
stato di manutenzione): o, e o, <0.05S/km.

e Valori medi (condizioni climatiche normali e ordina-
rio stato di manutenzione): 0.1S/km< o, e 0,<1S/km.

e Valori alti (condizioni climatiche umide e piovose e
scarso stato di manutenzione) o, e o,>1S/km.

In particolare in accordo con [16], poiché il rapporto
o, / o, puod essere spesso compreso tra 2 e 3, nei calcoli
che seguono abbiamo assunto:

e 0,=0.01S/km e o, =0.03S/km come valori rappresenta-
tivi per il primo gruppo;

* 0,=0.25S/km e 0,=0.75S/km come valori rappresenta-
tivi per il secondo gruppo;

1
Go [S/km] i - | ]
~~q D2mp conditions
Intermediate conditions’
0.1 ———
- Dry condltlon§
1x107°

10 100 1x10° 1x10*

Soil resistivity [Qm]

a

By taking into account both the meteorological factor
and the maintenance aspect of the track, in the following
calculations and in accordance with [15], it is convenient
to split up the conductivity values of ballast and sleepers,
into three groups:

e Low values (dry climatic conditions together good
maintenance status): o, and o, <0.05S/km.

e Average values (normal climatic conditions together or-
dinary maintenance status): 0.1S/km< o, and
o0,<1S/km.

* High values (damp and rainy climatic conditions to-
gether bad maintenance status) o, and o,>1S/km.

In particular, according to [16], since the ratio o,/ o,
can often be between 2 and 3, in the following calculations
we assumed:

e 0,=0.01S/km and o, =0.03S/km as representative values
for the first group;

e 0,=0.25S/km and 0,=0.755/km as representative values
for the second group;

* 0,=1.25S/km and 0=3.75S/km as representative values
for the third group.

For brevity, the cases relevant to the first, second and third

group are indicated respectively with “dry conditions”, “inter-
mediate conditions” and “damp conditions” respectively.

3.2. Comparison with data available in literature

Since the two rails are identical and under the same lay-
ing conditions, G, = G, then we introduce the only symbol

Damp conditions

G [S/km]

: .I.ntermediate conditions—

Dry:conditions

10 100 1x10° 1x10*

Soil resistivity [Qm]

b

Figura 4 - Confronto tra BEM and metodo analitico; conduttanze p.u.l. in funzione della resistivita del suolo in corri-
spondenza di differenti condizioni ambientali. Linee continue: BEM; line punteggiate: analitico semplificato. (a)
Conduttanza della rotaia verso terra, (b) Conduttanza mutua tra le rotaie.

Figure 4 - Comparison between BEM and analytical method; p.u.l. conductances versus soil resistivity in correspondence of
different environmental conditions. Continuous lines: BEM; dotted lines: simplified analytical. (a) Rail conductance to
earth, (b) mutual conductance between rails.

INGEGNERIA FERROVIARIA

-257 -

4/2020



SCIENZA E TECNICA | ——

¢ 0,=1.25S/km e 0,=3.75S/km come valori rappresenta-
tivi per il terzo gruppo.

Per brevita, i casi relativi al primo, secondo e terzo
gruppo sono indicate rispettivamente con: “dry condi-
tions”, “intermediate conditions” e “damp conditions”.

3.2. Confronto con dati disponibili in letteratura

Poiché le due rotaie sono identiche e nelle stesse con-
dizioni di posa, sara G, = G,,, pertanto introduciamo un
unico simbolo G, per la conduttanza verso terra p.u.l..
Parimenti, indichiamo con G,, la conduttanza mutua
p-u.l. tra le rotaie.

Le Fig.4a e 4b mostrano i risultati per G, e G,, in ac-
cordo col metodo semplificato qui proposto e col metodo
BEM [7] in funzione della resistivita del suolo; il terreno
& supposto omogeneo e non & presente il tappetino iso-
lante tra rotaia e traversina; sono stati effettuati tre diffe-
renti gruppi di calcoli in corrispondenza di differenti
condizioni climatiche ed ambientali.

Guardando la Fig.4a, si puo notare un accordo accet-
tabile tra i risultati riguardanti la conduttanza p.u.l. verso
terra in tutte le tre differenti condizioni ambientali consi-
derate.

Al contrario, dalla Fig.4b possiamo notare grosse dif-
ferenze tra i risultati della mutua conduttanza p.u.l. in
tutte le tre differenti condizioni ambientali considerate.

Cio & dovuto, essenzialmente, all'ipotesi semplificativa
relativa al modello analitico secondo la quale solo il ter-
reno & coinvolto nell’accoppiamento conduttivo tra le due
rotaie mentre il contributo di traversine e ballast & igno-
rato.

Abbiamo fatto calcoli analoghi anche nel caso di dop-
pio binario; per ragioni di brevita, omettiamo i grafici,
ma i risultati sono simili a quelli del caso con binario sin-
golo ovvero: accordo accettabile per la conduttanza p.u.l.
verso terra e significativi scostamenti per le conduttanze
mutue p.u.l.

Al fine di comparare i risultati qui ottenuti per G, con
quelli disponibili in letteratura, e utile includere la Tab. 2,
presa da [1] e riportante i valori minimi, medi e massimi
per differenti tipologie di binario.

Confrontando I valori di Fig.2a con quelli di Tab. 2 si

Tabella 2 — Table 2

G, for the p.u.l rail conductance to earth. Likewise, we indi-
cate by G, the p.u.l. mutual conductance among the rails.

Figs.4a and 4b show the results for G, and G, calculat-
ed according to the simplified analytical method here pro-
posed and to BEM [7] versus soil resistivity, the soil is
supposed homogeneous and no insulating mat is present
between rail and sleeper; three different groups of calcula-
tion have been performed in correspondence of different cli-
matic and environmental conditions.

By looking at Fig. 4a, one can see an acceptable and fair
agreement between the results concerning the p.u.l. con-
ductance to earth in all the three different environmental
conditions considered.

On the contrary, from Fig. 4b we can notice large differ-
ences between the results of the p.u.l. mutual conductance
between the rails in all the three different environmental
conditions considered. This is mainly due to the simplify-
ing assumption, relevant to the analytical model, that only
the soil is involved in the conductive coupling between the
two rails while the contribution of sleepers and ballast is
ignored.

We performed similar calculations also in the case of
double track; for reason of brevity we omit the graphs, but
the results are similar to the case of single track i.e.: accept-
able agreement for the p.u.l. rail conductance to earth and
significant discrepancies for the p.u.l. mutual conduc-
tances.

In order to compare the results here obtained for G,
with those available in literature, it is useful to also include
Tab. 2, taken from [1], reporting minimum, average and
maximum values for different track typologies.

By comparing the values of Fig. 2a with the ones of Tab.
2, one can notice that, basically, the calculated values fall
within the ranges indicated in the table.

3.3 Influence of soil resistivity

In this paragraph, we present some results of the p.u.l.
rail conductance G, by varying the values of the earth resis-
tivity p, and p,and by considering a fixed value A=1m for
the thickness of the first layer of soil. The calculations have
been performed by assuming the three environmental con-
ditions previously considered.

Figs. 5a, 5b and 5c show the trend
of G, versus the first layer soil resistivi-
ty p, and for different values of the bot-

Valori tipici di conduttanza p.u.l. delle rotaie tom soil resistivity p,.
Typical values for p.u.l rail conductance By looking at them, we can make
Min Medio Max the following remarks:
Min Average Max . .
— 1) As expected, by increasing both p,
S SEm segqalamento [0.05,0.11S/km| [1, 2] S/km [4, 5] S/km and p, the p.u.l. rail conductance to
Track without signalling purposes
. X earth decreases.
Binario con segnalamento .02, 0. : : TSR]
Track with signalling prirposes o [0.5, 1] S/km [1, 2] S/km 2) The influence of the soil resistivity

is much smaller in environmental dry
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puo notare che, nel complesso, i valo-
ri calcolati, rientrano all'interno degli
intervalli indicati nella tabella.

3.3. Influenza della resistivita del
suolo

In questo paragrafo presentiamo
alcuni risultati della conduttanza
p.ul. della rotaia G, variando i valori
delle resistivita del suolo p, e p, e
considerando un valore fisso di A=1m
per lo spessore del primo strato di
terreno. I calcoli sono svolti assumen-
do le tre condizioni ambientali prima
considerate.

Le Fig.5a. 5b e 5¢ mostrano l'an-
damento di G, in funzione della resi-
stivita p, del primo strato in corri-
spondenza di differenti valori della
resistivita p, del terreno dello strato
inferiore.

Guardandole, possiamo fare le se-
guenti osservazioni:

1) Come ci si poteva attendere, in-
crementando sia p, che p, la con-
duttanza p.u.l. della rotaia dimi-
nuisce.

2) Linfluenza delle resistivita del
suolo & molto pit piccola in con-
dizioni ambientali secche rispetto
a quelle intermedia e umide; in-
fatti, se consideriamo il rapporto ©
tra i valori di G, ottenuti quando
p=p,=10Qm e quando
p,=p,=10000Qm (cioe il rapporto
dei valori ottenuti in corrispon-
denza di valori estremi di resisti-
vita) si ottiene:

¢ 1=2.55 in condizioni ambientali
secche;

¢ t=36.31 in condizioni ambientali
intermedie;

*1=163 in condizioni ambientali
umide.

3.4. Influenza dello spessore del
primo strato di suolo

In questo paragrafo, presentiamo al-
cuni risultati ottenuti variando lo
spessore A del primo strato di terre-
no. Nelle Fig. 6a e 6b sono mostrati i
valori di G, in funzione dello spessore
A e in differenti condizioni ambienta-
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(a) Dry conditions

Go [S/km]

p1 [Qm]

(b) Intermediate conditions

Go [S/km]

10 100 1x10° 1x10*
p1 [Qm]

(c) Damp conditions

Figura 5 - Conduttanza della rotaia p.u.l in funzione della resistivita del primo
strato; dall’alto in basso, curve corrispondenti a: p2=10Qm, 50Qm, 100Qm,

500Qm, 1000Q2m, 5000Qm, 10000Qm; =1m.

Figure 5 - Pu.l rail conductance versus first layer soil resistivity; from top to bot-
tom, curves corresponding to: p2=10Qm, 50Qm, 100Qm, 500Qm, 1000Qm,

5000Qm, 10000Qm; =1m.
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0.4
Go [S/km] Damp conditions

0.3

0-2//
-——///I’ngrmediate conditions

0.1
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a

100

0.5
Go [STkm]
0.4
Damp conditions
- Intermediate conditions
0.2
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0
1 10 100
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Figura 6 - Conduttanza della rotaia p.u.l. in funzione di A in corrispondenza di differenti condizioni ambientali. (a)
p1=100Qm e p2=1000Qm , (b) p1=1000Qm e p2=100Qm.
Figure 6 - p.u.l. rail conductance versus A in correspondence of different environmental conditions. (a) p1=100Qm and
02=1000Qm, (b) pl=1000Qm and p2=100Qm.

li. Per quanto riguarda le resistivita del suolo, abbiamo
considerato due casi:

a) p,=100Qm e p,=1000Qm;

b) p,=1000Qm e p,=100Qm.

Guardando alle Fig. 6, possiamo fare le seguenti os-
servazioni:

1) Come ci si poteva attendere, nel caso a) aumentando
lo spessore del primo strato di suolo (che ha resisti-
vita piu piccola), la conduttanza G, della rotaia au-
menta; 'opposto vale per il caso b) quando il primo
strato di suolo ha resistivita piu alta.

2) Linfluenza dello spessore del primo strato di suolo
& pressoché trascurabile in condizioni ambientali
secche.

4. Conclusioni

Abbiamo presentato un metodo analitico semplificato
per il calcolo della conduttanza verso terra p.u.l. delle ro-
taie. Esso tiene conto della presenza delle traversine e del
ballast mentre il terreno & descritto mediante un modello
a due strati.

Inoltre, il metodo di calcolo ¢ in grado di tenere conto
anche della possibile presenza di tappetini isolanti inter-
posti tra rotaie e traversine.

I confronti tra il metodo proposto ed il metodo BEM
descritto in [6], [7] mostrano un accordo accettabile per
quanto riguarda la conduttanza p.u.l. della rotaia verso
terra; invece, per quanto riguarda la conduttanza mutua
p-u.l. tra le rotaie, esistono differenze significative.

Tuttavia, bisogna ricordare che la quota di corrente di
trazione di ritorno presente nel terreno e le correnti va-
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conditions than in intermediate or damp conditions; in
fact, if we consider the ratio t between the values of G,
obtained when p,=p,=10Qm and when p=p,=10000Qm
(i.e. the ratio of values obtained in correspondence of ex-
treme values of soil resistivity) one gets:

e 1=2.55 in dry conditions;
e 1=36.31 in intermediate conditions;

e 1=163 in damp conditions.

3.4. Influence of the first layer soil thickness

In this paragraph, we present some results obtained
by varying the thickness A of the first layer soil. In Figs.
6a and 6b, the values of G, versus the thickness A are
shown in different environmental conditions. As far as
the soil resistivity is concerned, we have considered two
cases.

a) p,=100Qm and p,=1000Qm;
b) p,=1000Qm and p,=100Qm.

By looking at Figs. 6 we can make the following re-
marks:

1) As expected, in case a), by increasing the thickness of
the first layer soil (having smaller resistivity) the p.u.l.
rail conductance G, increases; the converse is true for
case b) where the first soil layer has higher resistivity.

2) The influence of the thickness of the first layer soil is
practically negligible in dry conditions.

4. Conclusions

We have presented a simplified analytical method for
the calculation of the p.u.l. conductance to earth of the
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ganti sono essenzialmente legate alla conduttanza p.u.l.
della rotaia verso terra e non alla conduttanza mutua
p.u.l. tra le rotaie; d’altra parte, si deve anche avere a
mente che gli accoppiamenti induttivo e conduttivo con
strutture metalliche vicine sono strettamente legati alla
quota di corrente di ritorno presente nel terreno.

Pertanto, se si ¢ interessati al calcolo delle interferen-
ze induttive e/o conduttive su strutture metalliche in vici-
nanza della linea di trazione, allora il metodo di calcolo
semplificato, descritto in questo articolo, pud essere un
utile strumento in alternativa ad approcci pit sofisticati
basati sui metodi FEM o BEM.

Al contrario, se si ¢ interessati a studi e analisi nel-
I'ambito di problematiche legate al segnalamento, tramite
circuiti di binario, allora la conduttanza mutua tra le ro-
taie p.u.l. &€ un importante e significativo parametro e, in
questo caso, i metodi summenzionati basati su FEM o
BEM sono strettamente necessari.

Infine, & necessario rimarcare che le formule ed i ri-
sultati qui presentati sono applicabili essenzialmente in
situazioni ove non vi siano particolari ambienti infra-
strutturali quali gallerie, viadotti, ecc. Lo studio di questi
casi specifici ¢ al di fuori degli scopi di questo articolo.

Appendice

Questa Appendice ¢ dedicata alla derivazione delle
formule (14) e (15) riguardanti i coefficienti di potenziale
p-u.l. della rotaia ( auto e mutuo) con particolare riferi-
mento al contributo del terreno. La derivazione ¢ basata
su quanto esposto in [13] e [17].

A tal proposito, modellizziamo la rotaia come un con-
duttore infinitamente lungo posto alla superficie del ter-
reno che & rappresentato dal piano xy (si veda Fig. Al).

La rotaia, disposta lungo l'asse x, & caratterizzata da
una corrente dispersa p.u.l. I,(x); al fine di ricavare le for-
mule per i coefficienti di potenziale p.u.l., ¢ dapprima ne-
cessario valutare il potenziale V generato dalla corrente

P (x,y,0)

Figura Al - Rappresentazione schematica di una rotaia posta alla superficie

del terreno.

Figure Al - Sketch of a rail placed at the soil surface.
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rails. It considers the presence of sleepers and ballast while
the earth is represented by a two layer soil model.

Moreover, the calculation method can also take into ac-
count of the possible presence of insulating mats inter-
posed between rails and sleepers.

Comparisons between the proposed method and the
BEM method described in [6], [7] show an acceptable
agreement as far the p.u.l rail conductance to earth is con-
cerned; on the contrary, significant differences exist when
dealing with the p.u.l. mutual conductance between rails.

Nevertheless, one has to bear in mind that the traction
return current through earth and stray current are mainly
related to the p.u.l rail conductance to earth and not to the
p.u.l. mutual conductance between rails; on the other hand,
one has also to remind that inductive and conductive cou-
pling on nearby metallic structures are strictly related to the
part of traction current that returns through the earth.

Hence, if one is interested in estimating the inductive
and/or conductive interference on metallic structures nearby
located the traction line, then the simplified calculation
method, described in this paper, can be an useful alternative
tool to more sophisticated approaches based on BEM or FEM.

On the contrary, if one is interested in studies and
analysis aimed to signalling problems by means of track
circuits, then the p.u.l. mutual conductance between rails
is an important and influencing parameter and, in this
case, the above mentioned methods based on BEM or FEM
are strictly needed.

Finally, it is necessary to remark that the formulas and
the results here presented are mainly applicable to situa-
tions where there are no particular infrastructural environ-
ments such as tunnels, viaducts, etc. The study of these
specific cases is outside the scope of this paper.

Appendix

This appendix is devoted to the derivation of formulas
(14) and (15) dealing with the self and
mutual p.u.l. coefficient of potential of
the rail with particular reference to the
contribution of the earth. The deriva-
tion is based on the contents of [13]
and [17].

To this purpose, we model the rail
by an infinitely long conductor placed
at the soil surface represented by the
xy plane (see Fig. Al).

l4(t) dt

The rail, disposed along the x-axis,
is characterized by a p.u.l. leakage cur-
rent 1,(x); in order to obtain the formu-
las for the p.u.l. coefficients of poten-
tial, it is first necessary to evaluate the
potential V generated by the rail leak-
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dispersa da parte della rotaia in un generico punto P(x, v,
0) posto alla superficie del terreno.

Un elemento infinitesimale di rotaia, di lunghezza dt
e posto in (1, 0, 0), genera in P un potenziale dV dato da:

—7)2 2
I14(v)dt M

av(x,y,0) = Py emr v e (p2 —prle 28

(A1)

Integrando sull'intera lunghezza della rotaia, si ottie-
ne il potenziale V(x, y, 0) cioe:

n[(x-1)2+y?
14(7) -~

V(x,y,0) = fj;om pz+(p2—ple 2 dt (A2)

Consideriamo la trasformata di Fourier della corrente
dispersa p.u.l. I;(t):
la@) = [*7 hg(u)e/" du (A3)

Sostituendo la (A3) nella (A2) ed introducendo la nuo-
va variabile v definita come:

V=T—X (A4)
La formula (A2) puo essere scritta come:
o v w e I sl
Vx,y,00 = [1] ha (el {IL [Pt (= peT dv} du (A5)

In accordo con [13], I'espressione tra parentesi graffe
all'interno della formula (A5) puo essere espressa in for-
ma chiusa per mezzo di K ovvero la funzione di Bessel
modificata di secondo tipo ed ordine 0. Quindi, la formu-
la (A5) diviene:

V(x,y,0) = fj: hq(u)e/®* {%Ko(uy) + =g, (y (;—A)Z + uz)} du (A6)

L3

La semplificazione fondamentale introdotta da Sunde
nella formula (A6) & che, nella parte importante dell'inter-
vallo di integrazione, I'espressione tra parentesi graffe
viene approssimata dalla stessa espressione valutata in
corrispondenza di un opportuno valore per u che ¢ dato
dalla soluzione della equazione (18) al par. 2.5. Detto T’
tale valore, la (A6) & approssimata da:

V(x,y,0) = {%KO(Fy) 4+ 2Py (y (%)2 + Fz)} f_:o hq()e/** du (A7)

L3

O, equivalentemente, ricordando la (A3), si ha:

V(xy,0) = {%Ko(ry) +2B g <y (L) + FZ)}Id(x) (A8)

Ricordando che il rapporto tra V(x,y,0) e I,(x) & pro-
prio il coefficiente di potenziale p.u.l., infine si ottiene:
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age current in a generic point P(x, y, 0) placed at the soil
surface.

The infinitesimal element of rail, having length dt and
placed in (1, 0, 0), generates in P a potential dV given by:

02442
I14(t)dt w

av(x,y,0) = Py e e s (p2 —ple” 25

(A1)

By integrating over the whole rail length, one obtains
the potential V(x, v, 0) i.e.:

n|(x-1)2+y?

20 dt (AZ)

1q(7)

+o0 -
V(x,y,0 = ["_ PN e e (e (p2 — p1)e

Let us consider the Fourier transform of the p.u.l leak-
age current I,(t):
la@ = [7 ha@We* du (A3)
By substituting (A3) into (A2) and introducing the new
variable v defined as:

V=T—X (A4)

formula (A2) can be written as:

n[v2+y?

p2+ (p2 — pl)eﬂl dv} du (A5)

eluv

_ [+ fux ) (e
V(x,y,0) = 7 haCu)e! {fw Py e

According to [13], the expression into braces inside for-
mula (A5) can be expressed in closed form by means of K,
i.e. the modified Bessel function of second kind and order
0. Hence formula (A5) becomes:

V(67,00 = [17 haGwe™ {”— Ko(uy) + 222K, (y (Z) + u)} du (A6)

The basic simplification introduced by Sunde in formu-
la (A6) is that, in the important part of the integration
range, the expression into braces can be approximated by
the same expression evaluated for a suitable value for u giv-

en by the solution of equation (18) in par. 2.5. So, if I is
such a value, (A6) is approximated by:

V(x,,0) = {"— Ko(Ty) + 222K, (y (L) + FZ)} 17 haGe= du (A7)

Or equivalently, by remembering (A3), one has:
_ 2
V(xy,0) = {”— Ko(Ty) + 2221 K, (y (%) + r)} 1a(x) (A8)

By reminding that the ratio between V(x,v,0) and 1,(x)
is just the p.u.L coefficient of potential, one finally gets:
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® Wy hn=Was eary 56, i formula (A8) si pone y=r, , otte-  ® W, =W,; 0, ifs inside formula (A8) one puts y=r, , so
nendo cosi la formula (14) obtaining formula (14)

® Wi earth=Wai e S€, 10 formula (A8) si pone y=D, otte- ® W, ,...,=W,; ., if, inside formula (A8) one puts y=D, so
nendo cosi la formula (15) obtaining formula (15)
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