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equazioni del moto, sia mediante l’u-
tilizzo di un database precedente-
mente generato sulla base di dati tec-
nici disponibili riguardanti ruota e
rotaia. Di seguito si fa uso di questo
secondo tipo di procedura: una volta
definiti i profili della ruota e della ro-
taia, viene generato un database me-
diante un software all’uopo sviluppa-
to dagli Autori [3].

Lo scopo del presente lavoro è
quello di valutare l’effetto che le for-
ze scambiate tra vagoni adiacenti
hanno sul rischio di svio. I risultati
vengono ottenuti sviluppando intera-
mente un codice multibody che fa
uso di un vincolo elastico tra ruota e
rotaia, in cui la geometria di contat-
to viene valutata mediante un data-
base esterno calcolato una volta fis-
sata la geometria della ruota e della
rotaia. Inoltre, l’effetto dell’accoppia-
mento tra i vagoni è ottenuto impo-
nendo forze esterne nei punti di con-
tatto dei respingenti e nei punti di at-
tacco dei tiranti del veicolo su cui si
effettua la simulazione multibody;
tali forze vengono preliminarmente
calcolate riproducendo la medesima
manovra mediante il software
TrainDy [4]-[5]. È questo un software
sviluppato nell’ambito del Diparti-
mento di Ingegneria Meccanica del-
l’Università di Roma “Tor Vergata” e
certificato dall’UIC, il quale permette
di simulare la dinamica longitudina-
le di un qualsiasi convoglio ferrovia-
rio durante una qualsivoglia mano-
vra su un generico tracciato plano al-
timetrico; mediante tale software è
possibile quindi valutare le forze di
interazione tra i respingenti, consi-
derando le caratteristiche fisiche ed
elastiche e geometriche di questi ulti-
mi, nonché la dinamica longitudina-
le e la conformazione del tracciato.
Le forze di interazione reciproca tra
i vagoni vengono quindi applicate al
modello multibody del veicolo a cui
viene imposta la medesima manovra
simulata in TrainDy. Con la procedu-
ra suddetta è possibile valutare, an-
che se in modo approssimato, l’effet-
to che le forze d’interazione tra vei-
coli adiacenti hanno sul rapporto
Y/Q, cioè tra la forza laterale e quella

L’analisi del comportamento di-
namico dei veicoli ferroviari è indi-
spensabile per valutarne la sicurezza
ed il comfort di marcia. Per soddisfa-
re tali obiettivi è di fondamentale im-
portanza il calcolo delle forze di con-
tatto tra la ruota e la rotaia. Il lavoro
mostra una serie di risultati di vali-
dazione relativi ad un originale mo-
dello per il calcolo dell’analisi dina-
mica del veicolo ferroviario, in grado
di interfacciarsi con il software
TrainDy, certificato dall’UIC per l’a-
nalisi della dinamica longitudinale di
un qualsivoglia convoglio. L’utilizzo
del modello numerico che qui inte-
ressa per il calcolo della dinamica
del veicolo ferroviario, in abbina-
mento con il calcolo della dinamica
longitudinale del convoglio, consente
di valutare l’effetto che le forze reci-
procamente scambiate tra vagoni
adiacenti, durante una frenatura,
hanno su quelle di contatto ruota-ro-
taia ai fini del rischio di svio.

1. Introduzione

La sicurezza nel trasporto ferro-
viario rappresenta uno dei principali
obiettivi degli operatori di settore.
Nella maggior parte dei casi, ciò si-
gnifica evitare deragliamenti, ma an-
che rotture dei ganci di trazione, ri-
spettare le distanze di arresto, ed al-
tro ancora. Per quanto concerne lo
svio, i principali parametri da consi-
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derare sono i seguenti: caratteristiche
costruttive ed inerziali del veicolo; ca-
rico agente e sua distribuzione lungo
il convoglio; configurazione plano-al-
timetrica del tracciato; condizioni
operative di marcia del treno; geome-
tria del contatto tra ruota e rotaia;
forze scambiate tra veicoli adiacenti;
questo perché, specialmente durante
la frenatura in curva di treni merci
lunghi, possono insorgere forze late-
rali che favoriscono lo svio. A tale
scopo, è di fondamentale importanza
modellare correttamente l’interazio-
ne tra le superfici di ruota e rotaia, le
forze scambiate tra queste ultime
nonché le interazioni dinamiche tra
le varie parti del veicolo ferroviario e
tra i veicoli adiacenti. Le differenti ti-
pologie di vincolo ruota-rotaia posso-
no essere raggruppate in due catego-
rie principali, la prima denominata
“Constraint approach” e la seconda
“Elastic approach”. Nel primo caso
vengono utilizzati vincoli cinematici
per imporre il contatto tra le superfi-
ci, mentre nel secondo caso ogni sala
presenta tutti e 6 i g.d.l. di un corpo
nello spazio e le condizioni di contat-
to vengono imposte mediante forze
esterne derivanti dalla compenetra-
zione delle superfici. In entrambi i
casi, per imporre il vincolo, è neces-
sario conoscere la geometria del con-
tatto, che è funzione dell’orientazione
e della posizione relativa tra le super-
fici della ruota e della rotaia. Per l’i-
dentificazione dei punti di contatto
possono essere usate differenti meto-
dologie [1]-[2]; tale identificazione
può essere condotta sia on line, vale a
dire durante l’integrazione delle
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Ai fini della
determinazione
dei punti di con-
tatto [3], la fun-
zione analitica
rappresentativa
della superficie
della ruota (pedi-
ce r) è digitalizza-
ta secondo una
discretizzazione
pesata, in modo
da ottenere un’e-
quispaziatura dei
punti sulla super-
ficie stessa. In al-
tre parole, una
volta fissata la
spaziatura ∆s del-
l’ascissa curvili-
nea del profilo,
quella lungo la
direzione laterale
y della ruota vale:

,

essendo la derivata del profilo ricava-
bile analiticamente a tratti. Per la di-
scretizzazione lungo x (fig. 1), si pro-
cede in maniera analoga consideran-
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verticale agente su ogni ruota. Tale
approssimazione è dovuta al fatto
che, a tale livello di sviluppo, non si
tiene ancora conto del simultaneo
accoppiamento tra la dinamica lon-
gitudinale (software TrainDy) e quel-
la laterale (software per l’analisi mul-
tibody). 

2. Modellazione del contatto
ruota-rotaia

Le superfici della ruota e della ro-
taia sono generate come superfici di
rivoluzione e di estrusione dei profili,
rispettivamente della ruota e della ro-
taia. I profili che ne definiscono la
geometria sono rappresentati me-
diante segmenti rettilinei ed archi di
circonferenza tangenti tra di loro;
detta geometria è desumibile dai di-
segni tecnici dei costruttori.

Al fine di generare il database che
descrive il contatto geometrico tra
ruota e rotaia, sono stati definiti due
sistemi di riferimento solidali, rispet-
tivamente, alla ruota ed alla rotaia. Il
primo è definito dalle coordinate {xr,
yr, zr} ed è posizionato al centro della
ruota, mentre il secondo {xb, yb, zb} è
posizionato in corrispondenza della
mezzeria del profilo della rotaia.

do un’equispaziatura angolare ∆η
dell’angolo η di rivoluzione del profi-
lo della ruota corrispondente alla
spaziatura ∆sr, per cui ∆xr =
∆sr•cos(η). 

Eseguita la discretizzazione della
ruota, per ogni orientazione relativa
di ruota e rotaia, data dalla cono-
scenza degli angoli d’imbardata (in-
torno all’asse verticale z, ortogonale
al piano del tracciato) e di rollio (in-
torno all’asse longitudinale x, tangen-
te al tracciato) e per ogni possibile
punto di contatto della ruota, si de-
termina, nel caso esista, lo sposta-
mento laterale della ruota che porta
in contatto quel punto con il corri-
spondente punto sulla rotaia. A tale
scopo, le condizioni utilizzate per sta-
bilire se un punto della ruota è di
contatto sono le seguenti: i) nel pun-
to di contatto i versori alle superfici
devono avere la medesima orienta-
zione, ma verso opposto; ii) in condi-
zione di contatto, le superfici non de-
vono presentare reciproca compene-
trazione (ciò corrisponde alle condi-
zioni per cui il contatto risulta pun-
tiforme, essendo la generazione del
database prettamente geometrica).
L’area e la forma dell’impronta, carat-
teristica del contatto elastico, verrà

Fig. 1 - Discretizzazione lungo la direzione della rotaia x.

Fig. 2 - Discretizzazione della rotaia.
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valutata in funzione dei carichi e del-
la geometria delle superfici, durante
l’integrazione del moto. 

La ricerca dei punti di contatto,
facendo uso delle condizioni sopra
enunciate, viene condotta fissando
un punto della ruota e, quindi, noto il
versore normale nel sistema di riferi-
mento (s.d.r.) inerziale della rotaia xb,
yb, zb, determinando tutti i punti del-
la rotaia stessa caratterizzati da nor-
mali formanti lo stesso angolo α con
l’asse verticale zb (fig. 2), dove α rap-
presenta l’inclinazione del versore
normale alla superficie della ruota,
nel punto preso in considerazione ri-
spetto all’asse zb. Tale procedura è
condotta mediante ricerca iterativa
sul profilo generatore (posto a xb = 0);
questa ricerca avviene mediante una
prima discretizzazione grossolana
del profilo della rotaia e successivo
calcolo iterativo fino al raggiungi-
mento della tolleranza desiderata. 

A questo punto, si calcola il possi-
bile punto di contatto sulla superficie
della rotaia imponendo la coinciden-
za della coordinata xr nel riferimento
della rotaia. Il punto così determina-
to risulterà effettivamente di contat-
to, ai soli fini della generazione del
database tra la singola ruota e la ro-
taia, a seguito della verifica di assen-
za di compenetrazione tra le superfi-
ci in gioco. L’effettivo angolo di rollio
tra sala e rotaia verrà quindi determi-
nato durante l’integrazione numerica
della dinamica del veicolo, in funzio-
ne della geometria della sala e della

rotaia (scarta-
mento, profili,
…). Per verificare
la condizione di
assenza di com-
penetrazione tra
le superfici, ven-
gono espressi i
punti della super-
ficie della ruota
nel s.d.r. inerziale
della rotaia xb, yb,
zb, in modo da
portare il punto
appartenente alla
ruota a coincide-
re con il corri-
spondente punto
sulla rotaia; es-
sendo i punti di
ruota e rotaia
espressi rispetto
ad un unico
s.d.r., per garan-
tire che non vi sia
compenetrazione
basta assicurare
che la quota zb

dei punti della
ruota sia maggio-
re di quella dei
punti della ro-
taia.

Il database di
contatto è ricava-
to per ben preci-
se orientazioni
relative di ruota e
rotaia. Durante il
calcolo, le orienta-
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Fig. 4 - Angoli di rollio ϑ e di imbardata ψ della sala rispetto al 
piano del tracciato.

Fig. 5 - Piano d’interpolazione.

Fig. 3 - Curve interpolate (tratto sottile) e presenti nel database di contatto (tratto spesso).
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zioni relative so-
no diverse da
quelle per cui è
stato ricavato il
database: nasce,
quindi, l’esigenza
di interpolare i
dati in esso pre-
senti. La maggio-
re difficoltà di
questo processo
d’interpolazione
consiste nel fatto
che le curve di
cui si dispone so-
no discontinue a
tratti, per cui ri-
sulta inaccurata
la classica inter-
polazione lineare.
La fig. 3 mostra
un esempio del ri-
sultato dell’inter-
polazione adotta-
ta, che porta ad
una variazione
“continua” tra le
curve del databa-
se. 

In pratica, fis-
sato lo sposta-
mento laterale
(y) e l’orientazio-
ne relativa (ψ an-
golo di imbarda-
ta e ϑ angolo di
rollio) come mo-
strato in fig. 4, si
determinano le
quattro curve
(quattro perché
trattasi di un’in-
terpolazione ef-
fettuata su due
variabili), del da-
tabase di contat-
to per cui
ψi<ψ<ψs e ϑi<ϑ
<ϑs. Fissato l’an-
golo d’imbardata
relativa ψi, si ot-
tiene una nuova
curva corrispon-
dente al deside-
rato angolo di
rollio ϑ a partire
da quelle con lo
stesso angolo di

imbardata ψi e diversi angoli di rollio
ϑi e ϑs. Questa curva ψi,ϑ (fig. 5) è ot-
tenuta per punti interpolando linear-
mente la grandezza d’interesse (rag-
gio di rotolamento, conicità, …) nei
punti ya,ϑs e yb,ϑi che si riferiscono a
diversi angoli di rollio (rette a e b). La
grandezza d’interesse (raggio di roto-
lamento, conicità, …) nei punti ya,ϑs e
yb,ϑi si ricava mediante le polinomia-
li del database. I punti ya,ϑs e yb,ϑi so-
no ricavati mediante semplici relazio-
ni di proporzionalità, rispetto al pun-
to y,ϑ. 

Il precedente procedimento si ri-
pete anche per l’angolo d’imbardata
ψs, determinando così la curva ψs,ϑ.
La curva ψ,ϑ si ottiene successiva-
mente interpolando linearmente le
precedenti due curve. Si noti che det-
to processo d’interpolazione consente
di ottenere, per una generica coppia
di valori ψ,ϑ, risultati praticamente
identici a quelli ottenibili mediante
calcolo diretto con l’algoritmo di ri-
cerca dei punti di contatto, preceden-
temente descritto.

Il modello realizzato per la ricerca
del punto di contatto e, quindi, il da-
tabase, unitamente con il relativo pro-
cesso d’interpolazione, sono stati veri-
ficati confrontando gli andamenti di
alcuni parametri geometrici con quel-
li calcolati mediante un codice com-
merciale. Nelle figg. 6 e 7 viene mo-
strato il soddisfacente confronto in
termini di conicità e variazione di
quota della ruota, effettuato fissando
pari a zero gli angoli di rollio e di im-
bardata e facendo variare lo sposta-
mento laterale relativo, in direzione
ortogonale a quella di estrusione della
rotaia. Detto spostamento laterale re-
lativo è pari alla proiezione, in dire-
zione yb, dello spostamento del sdr
della ruota {xr, yr, zr}. 

3. Il modello multibody

I corpi del modello multibody di
veicolo ferroviario che è stato svilup-
pato sono caratterizzati da 6 g.d.l.; ta-
li corpi, ipotizzati rigidi, possono es-
sere vincolati tra di loro mediante
vincoli rigidi e/o elastici e possono es-
sere soggetti a forze o momenti ester-
ni. La tabella 1 riassume le diverse
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Fig. 6 - Variazione della conicità nel punto di contatto nel s.d.r. 
della ruota, in funzione dello spostamento relativo lungo yb.

Fig. 7 - Variazione di quota della ruota nel s.d.r. del tracciato in 
funzione dello spostamento relativo lungo yb.

Vincoli cinematici Elementi elastici Forze esterne

Cerniera
Molla smorzatore

orientabile 
nello spazio

Forze e momenti
esterni costanti

nel tempo applica-
ti in un generico
punto del corpo

nel riferimento lo-
cale o inerziale

Accoppiamento 
cilindrico

Elemento bushing
con molla 

e smorzatore

Forze e momenti
esterni variabili 

nel tempo, 
mediante lettura

da file, applicati in
un generico punto

del corpo 
nel riferimento 

locale o inerziale

Accoppiamento 
sferico

Elemento bushing
con molla ed attri-

to dinamico
Forza 

gravitazionale

Accoppiamento 
sferico su guida

Vincolo elastico
tra ruota e rotaia

Vincolo rigido 
ruota rotaia

TABELLA 1

ELEMENTI D’INTERAZIONE TRA I CORPI 
INTRODOTTI NEL MODELLO MULTIBODY
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modalità introdotte per modellare le
interazioni tra i vari corpi. La posizio-
ne spaziale di ognuno di essi è defini-
ta mediante le 3 coordinate cartesiane
[r1, r2, r3], mentre la loro orientazione
è definita dai quattro parametri di
Eulero [p0, p1, p2, p3]; onde evitare in-
determinazioni derivanti dalle singo-
larità delle funzioni trigonometriche,
è imposta la seguente condizione di
vincolo: p0

2 +p1
2 +p2

2 +p3
2 = 1. Il siste-

ma di equazioni differenziali da risol-
vere viene scritto imponendo le equa-
zioni di equilibrio e le equazioni di
vincolo su ogni corpo. Inoltre, le vio-
lazioni dei vincoli cinematici vengono
stabilizzate mediante la formulazione
di Baumgarte [6].

Il codice multibody così realizza-
to è stato verificato confrontando i ri-
sultati in termini di spostamenti dei
centri di massa e di reazioni vincola-

ri in alcune com-
posizioni cinema-
tiche riprodotte
mediante un codi-
ce commerciale.
Viene qui riporta-
to uno dei test di
validazione ri-
guardante un si-
stema che simula
un cinematismo
complesso carat-
terizzato da tre
corpi collegati tra
loro mediante
vincoli cinematici
ed elementi elasti-
ci (fig. 8).

I tre corpi in
gioco sono le due

sale ed il telaio che le collega median-
te un sistema di sospensioni. Il telaio
del carrello è collegato alla prima sa-
la, quella vicina all’origine del siste-
ma di riferimento, mediante un ac-
coppiamento cilindrico, il cui asse è
verticale; è invece collegato alla se-
conda sala mediante un accoppia-
mento sferico su una guida verticale.
A loro volta, le sale sono collegate al
riferimento inerziale mediante cer-
niere ed, infine, il telaio del carrello è
soggetto ad una forza verticale ester-
na costante, espressa nel sistema di
riferimento del corpo. La dinamica
del sistema è eccitata sia dalla forza
esterna applicata sia dalla forza gra-
vitazionale agente su ogni corpo; le
posizioni iniziali dei corpi sono tali
da essere in equilibrio in assenza di
forze esterne applicate. La struttura
così realizzata non ha alcun riscontro
nella pratica comune, ma è stata pen-

sata solamente co-
me verifica nume-
rica del codice
multibody svilup-
pato.

Nella fig. 9 ven-
gono confrontati i
risultati, concer-
nenti la posizione
del baricentro del
carrello, ottenuti
con il modello rea-
lizzato e quelli ri-
cavati con il

software commerciale: i due risultati
numerici sono in pieno accordo.

4. Il vincolo sala-rotaia

Il vincolo elastico tra la sala (ele-
mento multibody) e la rotaia viene
gestito mediante la combinazione di
due formulazioni: una basata sulla
teoria di Hertz, con isteresi di contat-
to [7]-[8], e l’altra che considera un
modello di contatto tra la sala e la ro-
taia di tipo elastico viscoso [9]-[10].
La necessità di utilizzare una combi-
nazione tra le due formulazioni di
contatto elastico deriva dal fatto che
la teoria di Hertz con isteresi di con-
tatto è specializzata per il caso d’im-
patto, in cui si considera la velocità
iniziale d’urto come riferimento per
modulare la reazione elastica in fun-
zione della velocità attuale, mentre
nell’approccio elasto-viscoso la forza
viscosa risulta indipendente dalla for-
za elastica. Determinate le forze nor-
mali alla superficie, si valutano le for-
ze di attrito mediante la formulazio-
ne di Polach [11]-[12]; tali forze sono
applicate alla sala nei punti di contat-
to, determinati mediante la lettura
del database di contatto ruota/rotaia
in funzione della posizione e dell’o-
rientazione della sala rispetto al trac-
ciato. La determinazione delle forze
normali viene effettuata consideran-
do la compenetrazione tra le superfi-
ci, definita come prodotto scalare tra
la normale alle superfici ed il vettore
individuato dalle posizioni assolute
nello spazio dei punti di contatto ap-
partenenti alla superficie della ruota
e della rotaia. La reazione vincolare
N normale alla superficie nel punto
di contatto è data dalla seguente som-
ma della reazione elastica Fh e di
quella viscosa smorzante Fd:

(1)

con:

(2)

dove kh è la costante calcolata dalla
teoria di Hertz, funzione della geo-
metria di contatto e dei materiali, δ è
la compenetrazione tra le superfici;  è
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Fig. 8 - Cinematismo utilizzato per la verifica multibody.

Fig. 9 - Spostamento nelle tre direzioni X, Y e Z del centro di mas-
sa del cinematismo.
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la velocità di compenetrazione (posi-
tiva quando si ha un allontanamento
relativo tra le superfici), γ è la costan-
te derivante dalla teoria di Hertz (in
questo caso γ =3/2; vedasi [13] e [14]),
kv è il coefficiente di smorzamento
caratteristico dei materiali in contat-
to (si è posto kv = 104 Ns/m) ed e è il
coefficiente di restituzione.

Il contributo elastico viene deter-
minato mediante la teoria di Hertz
una volta che si conosca la compene-
trazione tra le superfici e la geome-
tria di contatto (raggi di curvatura
letti dal database). Il valore della for-
za è pari al minimo tra la forza dovu-
ta al coefficiente di smorzamento e la
forza viscosa calcolata mediante il
coefficiente di restituzione. 

5. Validazione del veicolo fer-
roviario

Nei precedenti paragrafi sono sta-
ti brevemente illustrati il modello di
calcolo dei punti di contatto tra ruota
e rotaia, il modello multibody 3D, con
le possibili condizioni di vincolo uti-
lizzabili, ed il modello di vincolo ela-
stico all’interfaccia ruota/rotaia: allo
stato attuale di sviluppo, non è anco-
ra considerato l’effetto sulla dinamica
del veicolo della deformabilità verti-
cale e trasversale del tracciato. Utiliz-
zando questi tre modelli numerici, è
possibile simulare la dinamica 3D del
veicolo ferroviario, su un generico
tracciato plano-altimetrico, conside-
rando, quindi, tutti gli effetti inerziali
agenti sui corpi costituenti il veicolo
stesso. In questo paragrafo, si mostra-
no alcuni risultati di validazione otte-
nuti utilizzando contemporaneamen-
te i precedenti tre modelli numerici. 

Per prima cosa si mostra la verifi-

ca della dinamica della sola sala, do-
tata di ruota a profilo conico, con-
frontandone la lunghezza d’onda del-
le oscillazioni in rettilineo con quella
ottenuta mediante la sotto riportata
soluzione analitica di Klingel e Boe-
decker [15]. Indicando con R0 = 0.43
m il raggio di rotolamento a riposo,
con λeq= 0.05 la conicità equivalente e
con b0 = 0.75 m metà della distanza
tra i punti di contatto, la lunghezza
d’onda delle oscillazioni, calcolata
mediante la seguente relazione [15]:

(3)

risulta pari a 15.9 m, mentre effet-
tuando il calcolo con il codice svilup-
pato si ottiene un’ampiezza di 16,0
m; ne consegue un ottimo accordo
con il dato teorico.

La dinamica del veicolo ferrovia-
rio viene invece verificata conside-
rando un veicolo ad assili ed uno a
carrelli. Le caratteristiche elastiche e
geometriche di tali veicoli sono ripor-
tate in [16] e [17]. Il veicolo ad assili
(fig. 10) è caratterizzato da sospen-
sioni con attrito, che espletano una
forza di contatto il cui valore, come
mostrato in fig. 11, dipende dal cari-
co agente sulla ruota. 
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La forza di attrito esercita la fun-
zione di smorzatore delle vibrazioni
laterali e verticali della cassa. Gli ele-
menti elastici di collegamento tra
cassa e sale sono i cosiddetti bushing
con attrito: in tali elementi sono pre-
senti tre molle tra di loro ortogonali,
le cui direzioni coincidono con gli as-
si coordinati della cassa e le cui carat-
teristiche sono mutuamente svincola-
te. L’elemento bushing consente di
scegliere un coefficiente di attrito di-
verso per ognuno dei tre assi coordi-
nati e di definire una differente forza
elastica di riferimento per il calcolo
delle forze d’attrito. Con tale approc-
cio è possibile caratterizzare la so-
spensione reale schematicamente
rappresentata in fig. 11 (a) mediante
il modello mostrato in fig. 11 (b),
considerando diversi coefficienti di
attrito lungo gli assi y e z, in accordo
con le differenti inclinazioni delle su-
perfici d’attrito evidenziate nella stes-
sa fig. 11 (a) ed assumendo, come in
[16], un coefficiente di attrito nullo
per spostamenti in direzione x.

Indicando con Qi il contributo
della forza generalizzata dovuto all’e-
lemento bushing con attrito e con Fij

il vettore [x, y, z] contenente le reazio-
ni elastiche e di attrito che si esercita-
no sui corpi nei punti di applicazione
di tale elemento, è possibile scrivere
la seguente equazione:

(4)

dove 

sono le matrici di trasformazione tra
i riferimenti dei corpi e  
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Fig. 10 - Veicolo ad assili con sospensioni ad attrito

Fig. 11 - Sospensione ad attrito (a) schema reale, (b) modello
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è la matrice antisimmetrica del vetto-
re che identifica il punto di applica-
zione dell’elemento elastico nel riferi-
mento del corpo.

La componente d’attrito della for-
za Fij presenta una discontinuità nel
cambio di segno della velocità di stri-
sciamento tra le superfici ad attrito.
Per ovvi motivi d’integrazione, è ne-
cessario definire una “smooting func-
tion”, data dalla (7), in modo da rac-
cordare il valore nullo della forza di
attrito corrispondente a velocità nul-
la con quello massimo che si ipotizza
di raggiungere ad una data velocità
(velocità limite), definita in input tra
le caratteristiche dell’elemento elasti-
co; al riguardo, le simulazioni mo-
strate nel seguito utilizzano una velo-
cità limite di 0.1 m/s.

La componente di forza dovuta
esclusivamente all’elemento elastico
è 

, 

mentre la risultante delle forze elasti-
che e di attrito è 

. 

Si avrà così:

(5)

(6)

(7)

dove 

è la distanza tra i punti di applicazio-
ne dell’elemento elastico, espressa nel
riferimento del corpo i,  

è la derivata temporale della prece-
dente quantità, Vlim è la velocità limi-
te,  

è la matrice di rigidezza caratteristica
dell’elemento bushing,  
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elijF è la forza elastica di riferimento me-
diante la quale si calcola la forza di
attrito (j può assumere i valori 1, 2, 3
corrispondenti alle forze elastiche
lungo gli assi coordinati x, y, z) ed, in-
fine,  

è il vettore contenente i coefficienti di

{ }µ

attrito lungo gli assi (x, y, z).

La dinamica dell’intero veicolo
viene verificata confrontando i risul-
tati con quelli riportati in [16] e [17];
in particolare, vengono confrontati i
risultati in termini di spostamenti la-
terali della sala anteriore e della cas-
sa sul tracciato percorso ad una velo-
cità di 22.5 m/s, in presenza di un di-
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Fig. 12 - Spostamento laterale della sala anteriore del veicolo a due assili durante la per-
correnza del tracciato con difetto: confronto dei risultati numerici con quelli ottenuti 

mediante altri software commerciali.

Fig. 13 - Spostamento laterale della sala anteriore del veicolo a carrelli durante la per-
correnza della curva: confronto dei risultati numerici con quelli ottenuti mediante altri 

software commerciali.
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fetto corrispondente ad uno sposta-
mento laterale di 5 mm distribuito
con variazione lineare su una lun-
ghezza di 0.1 m, mantenendo costan-
te lo scartamento. 

In fig. 12 sono confrontati i risul-
tati qui ottenuti (linea blu) con quelli
calcolati mediante i principali
software commerciali [17], quali
Vampire, Nucars, Gensys, Simpack,
Adams Rail. Come è evidente, detti ri-
sultati sono in buon accordo e le dif-
ferenze tra i vari modelli, peraltro po-
co significative, possono essere dovu-
te alla differente modellazione della
sospensione con attrito (in particola-
re alle caratteristiche della “smooting
function”) ed alla forma dei profili,
dato che il modello qui descritto uti-
lizza una serie di rette e circonferen-
ze, mentre in altri simulatori il profi-
lo è definito da funzioni polinomiali.

Il modello sviluppato viene inoltre
validato considerando un veicolo a
carrelli che percorra una curva [17],
con un tracciato composto da 50 m di
rettilineo, 30 m di tratto parabolico,
50 m di curva piena con 9 cm di so-
praelevazione e 150 m di raggio, 30 m
di tratto parabolico ed un tratto rettili-
neo finale. Nel tratto parabolico in
uscita è presente un difetto localizzato
che non viene preso in considerazione
nel codice sviluppato; ciò significa che

i risultati ottenuti con il modello qui
descritto andranno confrontati con i
corrispondenti riportati in [17], prima
della fine della curva piena.

Elementi di tipo bushing lineari e
torsionali (con caratteristiche elasti-
che e smorzanti) sono utilizzati per
modellare la sospensione secondaria,
la barra di trazione e quella di rollio,
mentre la sospensione primaria viene
modellata mediante elementi bu-
shing di tipo lineare; i fine corsa sono
modellati mediante caratteristiche
elastiche non lineari, definite me-
diante una serie di punti.

La fig. 13 mostra lo spostamento
laterale della sala del carrello anterio-
re calcolato con diversi software
commerciali e con il modello svilup-
pato. L’accordo tra i risultati ottenuti
può essere considerato soddisfacente,

anche perché le differenze che si no-
tano nella prima zona di transizione
sono da ritenere poco significative.
La fig. 14 mostra l’angolo d’imbarda-
ta della stessa sala; tale angolo corri-
sponde all’angolo di attacco della
ruota rispetto alla rotaia e viene mi-
surato come orientazione relativa nel
piano del tracciato dell’asse della sala
rispetto alla retta ortogonale alla di-
rezione di estrusione delle rotaia. An-
che in questo caso, si riscontra un
buon accordo tra i risultati ottenuti
con il modello sviluppato e quelli ri-
portati in letteratura e ricavati utiliz-
zando software commerciali. 

I risultati qui mostrati costituisco-
no la validazione del lavoro svolto per
quanto riguarda sia il codice multi-
body sia l’analisi geometrica del con-
tatto (mediante utilizzo del database
precalcolato) e consentono di affer-
mare la correttezza del complessivo
modello di calcolo sviluppato.

6. Dinamica laterale durante la
frenatura

Nei precedenti paragrafi sono sta-
te mostrate alcune prove di validazio-
ne del modello sviluppato. In questo
paragrafo, dopo una breve descrizio-
ne del modello di contatto tra i re-
spingenti utilizzato nel simulatore
TrainDy [18], vengono descritte alcu-
ne prove dinamiche sulla frenatura di
un convoglio ferroviario in curva e su
uno scambio. 

La fig. 15 (a) mostra il s.d.r. iner-
ziale Σ e quello locale associato al ge-
nerico vagone V. Durante l’integrazio-
ne delle equazioni di governo della
dinamica longitudinale del treno,
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Fig. 14 - Angolo di imbardata della sala anteriore del veicolo a carrelli durante la per-
correnza della curva: confronto dei risultati numerici con quelli ottenuti mediante altri 

software commerciali.

Fig. 15 - (a) Sistemi di riferimento e (b) principali quote necessarie per il calcolo.
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quando i respingenti, supposti a ca-
lotta sferica, sono in contatto e sono
compressi delle quantità xRi e xRj, la po-
sizione dei punti di contatto viene de-
terminata imponendo le due seguenti
condizioni: i) norma del vettore vCiCj

pari alla somma dei raggi delle calot-
te dei respingenti; ii) equilibrio delle
forze di compressione dei respingen-

ti secondo la direzione del contatto
(vale a dire, ancora secondo la retta
d’azione del vettore vCiCj). Sviluppan-
do analiticamente le precedenti con-
dizioni, si perviene ad un’equazione
non lineare in xRi o xRj, a seconda di
come si è impostato il calcolo, la qua-
le consente di determinare le com-
pressioni dei due respingenti e la po-

sizione dei punti di contatto nei siste-
mi di riferimento relativi ai due vago-
ni. Note ad ogni istante le posizioni
dei punti di contatto, è possibile de-
terminare le velocità di strisciamento
dei profili e, quindi, la componente
laterale di forza dovuta all’attrito tra i
respingenti in contatto, essendo tra-
scurata quella verticale.

Le forze di contatto tra i respin-
genti nonché le forze di trazione al
gancio (calcolate mediante TrainDy)
vengono utilizzate per caricare il mo-
dello multibody schematizzato in fig.
10: in questo modo è possibile valuta-
re l’effetto che le forze scambiate tra i
veicoli adiacenti, durante una frena-
tura, hanno sul rapporto Y/Q tra la
forza laterale e quella verticale agen-
te su ogni ruota.

In fig. 16 sono riportate le forze
agenti sul veicolo con la relativa sim-
bologia che verrà utilizzata nella trat-
tazione che segue. Le forze agenti sui
respingenti e sui tiranti sono espresse
nel riferimento {Xv; Yv; Zv} solidale al-
la cassa del veicolo, mentre le forze
agenti in direzione verticale (Q) e la-
terale (Y) su ogni ruota vengono
espresse nel riferimento del tracciato
definito dalla terna {Xt; Yt; Zt}, dove Zt

è ortogonale al piano del tracciato e
Xv è tangente alla direzione di estru-
sione della rotaia.

Si prospettano qui i risultati di
una prima analisi effettuata conside-
rando un treno di 30 veicoli, compo-
sto da 1 locomotiva e da 29 vagoni a
due assili, muniti di freni a ceppi
aventi caratteristiche uguali a quelle
del veicolo ad assili oggetto della pre-
cedente validazione. 

Tale analisi consiste in una frena-
tura di emergenza in regime P, duran-
te la percorrenza di una curva verso
destra a partire da 108 km/h (30 m/s).
Più precisamente, il tracciato si com-
pone di un tratto rettilineo di 112 m,
uno parabolico di 50 m, che raccorda
il tratto rettilineo con una curva di
500 m di raggio e 300 m di lunghez-
za, caratterizzata da una sopraeleva-
zione di 9 cm, ed un successivo tratto
parabolico, lungo 50 m ed uguale al
precedente, che immette nell’ultimo
tratto rettilineo. L’analisi riguardante
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Fig. 17 - Forze longitudinali sul veicolo 14 (anteriori e posteriori).

Fig. 18 - Forze laterali sul veicolo 14 dovute al contatto con i respingenti di destra ed al-
la trazione del tirante.

Fig. 16 - Riferimenti utilizzati per la definizione delle forze agenti sul veicolo.
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il rapporto Y/Q viene effettuata con
riferimento alla ruota in appoggio
della sala anteriore (Y11/Q11 si veda
fig. 16), la più sollecitata, apparte-
nente al veicolo soggetto alle maggio-
ri forze longitudinali di compressione
calcolate su 10 m e valutate mediante
TrainDy. La fig. 17 mostra le forze
longitudinali (FL), calcolate come
differenza tra le forze totali di com-
pressione e quelle di trazione al gan-
cio, e le forze frenanti (FF) agenti sul
veicolo 14; esse rappresentano le
maggiori forze di compressione ri-
scontrate tra tutti i vagoni del treno.
Nel medesimo grafico sono riportate
anche le forze frenanti relative ai vei-
coli di testa e di coda per evidenziare
le cause dell’innesco delle forze longi-
tudinali dovute al ritardo della frena-
tura tra i veicoli. Inoltre, si può nota-
re il particolare andamento delle for-
ze frenanti, che presentano un punto
di cuspide dopo il “primo tempo” di
frenatura, dovuto sia alla dinamica
longitudinale sia al fatto che esse so-
no state espresse non in funzione del
tempo, ma dell’ascissa curvilinea.

La fig. 18 riporta le forze laterali
agenti sul veicolo 14 dovute all’intera-
zione con i veicoli adiacenti, non con-
siderando la presenza di attrito tra i
respingenti: tali forze aumentano al
diminuire del raggio della curva, a
causa dell’orientazione relativa tra i
veicoli. Com’è possibile notare anche
dai risultati riportati, in presenza di
trazione al gancio di collegamento
(valori positivi delle forze longitudi-
nali) possono nascere forze di intera-
zione tra i respingenti (posti in inter-
no curva) a causa dell’anglo relativo
tra i veicoli imposto dal tracciato.

Durante il calcolo delle grandezze
che definiscono la dinamica longitu-
dinale, sono memorizzati i valori del-
le forze agenti sul veicolo, dovute ai
respingenti ed ai tiranti, ed i relativi
punti di applicazione; inoltre, sono
memorizzate le forze frenanti com-
plessive agenti sullo stesso veicolo.
Queste informazioni vengono utiliz-
zate per sollecitare il modello multi-
body del veicolo in esame e calcolar-
ne quindi il comportamento dinami-
co durante la percorrenza della cur-
va.
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Fig. 19 - Forze laterali dovute all’attrito tra i respingenti.

Fig. 20 - Andamento del rapporto Y11/Q11 per la ruota in appoggio della sala anteriore e 
per differenti valori del coefficiente di attrito tra i respingenti.

Fig. 21 - Andamento del rapporto Y11/Q11 per la ruota in appoggio della sala anteriore in 
assenza di contatto tra i respingenti.
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In fig. 19 sono mostrate le forze
laterali, calcolate mediante l’analisi
dinamica longitudinale, dovute esclu-
sivamente all’attrito tra le calotte sfe-
riche dei respingenti, per due valori
parametrici del coefficiente di attrito
f, pari a 0.30 e 0.15; confrontando i
valori massimi raggiunti (figg. 16 e
17), si desume come le forze laterali
dovute al solo attrito tra le teste dei
respingenti siano molto maggiori ri-
spetto a quelle dovute alla compo-
nente laterale delle forze di contatto
scambiate tra i respingenti medesimi.
Inoltre, la fig. 19 mostra che le forze
di attrito nascono durante la percor-
renza dei tratti parabolici, a causa
delle velocità angolari relative tra i
vagoni adiacenti.

Dalle simulazioni multibody effet-
tuate risulta che la sala maggiormen-
te sollecitata è quella anteriore; difat-
ti, sulla ruota in appoggio di quest’ul-
tima, avviene il contatto di bordino, a
differenza di quanto si verifichi per la

sala posteriore, e ciò si riscontra per
tutti e tre i valori del coefficiente d’at-
trito (f = 0; 0.15; 0.30). In fig. 20 vie-
ne mostrato l’andamento del rappor-
to Y/Q inerente alla ruota in appoggio
della sala anteriore del veicolo 14
(Y11/Q11), per i suddetti diversi valo-
ri del coefficiente di attrito tra i re-
spingenti: le variazioni più significa-
tive tra i valori del rapporto Y/Q si ve-
rificano in prossimità del tratto di
raccordo parabolico, ove si riscontra
un aumento di circa il 25%, con un
coefficiente d’attrito tra i respingenti
pari a 0.30 rispetto al caso in cui esso
è nullo. Il rapporto Y/Q è valutato
considerando le forze agenti sulla
singola ruota espresse nel riferimento
del tracciato {Xt; Yt; Zt} precedente-
mente definito.

Al fine di evidenziare l’influenza
che le forze longitudinali scambiate
tra il veicolo esaminato e quelli adia-
centi esercitano sul rapporto Y/Q, la
fig. 21 riporta l’andamento di que-

st’ultimo inerente alla ruota in ap-
poggio della sala anteriore, nel caso
in cui al veicolo siano imposte le sole
forze frenanti. Confrontando i risul-
tati riportati in fig. 20 con quelli mo-
strati in fig. 21 risulta evidente come
la dinamica longitudinale, con le ri-
spettive forze laterali dovute all’attri-
to tra i respingenti, abbia una grande
influenza sul rischio di svio. 

Nella seconda analisi che qui si
presenta viene effettuato uno studio
parametrico sul comportamento di-
namico del veicolo a due assili, pre-
cedentemente considerato, analiz-
zando il suo comportamento dinami-
co durante la percorrenza di uno
scambio ad una velocità di 30 km/h e
variando il raggio della curva e le for-
ze longitudinali di compressione, che
in questo caso vengono mantenute
costanti ad ogni simulazione. Lo sco-
po dell’analisi è di ricavare andamen-
ti che mettano in relazione il rischio
di svio (rapporto Y/Q) con le forze di
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Fig. 22 - Andamento del rapporto Y/Q in funzione delle forze di 
compressione e del raggio della curva.

Raggio delle curve [m]

Y/Q 100m 200m 300m

F
L

 [
kN

] 30kN 0.748 0.675 0.648

90kN 0.835 0.717 0.717

150kN 0.874 0.804 0.770

TABELLA 2

VALORI DEL RAPPORTO Y/Q IN FUNZIONE 
DELLE FORZE LONGITUDINALI E DEL RAGGIO 

DELLA CURVA

Fig. 23 - Andamento del valore massimo del rapporto Y/Q per la sala anteriore e posterio-
re in funzione del raggio delle curve e della forza di compressione.

compressione e con il raggio delle
curve caratterizzanti lo scambio. La
scelta di utilizzare forze di compres-
sione costanti è motivata dalla neces-
sità di svincolare i risultati dall‘in-
fluenza che ha sul rischio di svio la
posizione dove si registra il massimo
delle forze longitudinali (durante una
normale frenatura). Tale procedura è
medesima conforme con quella ripor-
tata nel report ERRI B 12/RP 58 [19].

Il convoglio in esame è costituito
da 5 veicoli: due locomotive Re-460T,
una in testa ed una in coda, e tre va-
goni a due assili, con sospensioni ad
attrito, come quelli utilizzati nella
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precedente analisi. La compressione
del convoglio viene imposta utiliz-
zando una frenatura elettrodinamica
per la locomotiva in testa ed una tra-
zione per quella in coda; variando la
percentuale di applicazione della for-
za frenante e di trazione è possibile
imporre il valore desiderato di forza
longitudinale di compressione. Il vei-
colo analizzato è quello centrale; su
questo, mediante il codice TrainDy,
sono state valutate le forze scambiate
con i veicoli adiacenti durante la per-
correnza dello scambio.

Il tracciato è caratterizzato da due
curve in successione: la prima verso
destra e la seconda verso sinistra con
assenza di tratti parabolici di raccor-
do o rettilinei tra le due curve in mo-
do da considerare le condizioni più
gravose.

L’analisi, di cui si riportano i risul-
tati, non è finalizzata alla determina-
zione delle condizioni limite per cui
si verifica lo svio; essa ha invece lo
scopo di valutare l’entità della varia-
zione del rischio di svio per il veicolo
(espresso in termini del rapporto
Y/Q) al variare dei parametri sopra
elencati.

Per l’analisi è stato considerato un
valore dell’attrito tra le calotte sferiche
dei respingenti pari a 0.2; i respingen-
ti utilizzati sono di tipo Miner, analo-
ghi a quelli impiegati nella precedente
analisi.

In tabella 2 sono riportati i valori
dei parametri utilizzati per l’analisi

tuazione più critica (100 m di raggio
e 150 kN di compressione), la sala po-
steriore risulta più sollecitata di quel-
la anteriore.

7. Conclusioni

Il lavoro illustra i primi risultati di
un modello attualmente in fase di svi-
luppo per il calcolo del rischio di svio,
considerando anche l’effetto della di-
namica longitudinale del treno su
quella laterale. Si descrivono le prin-
cipali caratteristiche del modello mul-
tibody del veicolo ferroviario, insieme
con gli aspetti salienti del calcolo dei
parametri geometrici dei punti di
contatto tra le superfici di ruota e ro-
taia e con le più significative peculia-
rità del vincolo elastico tra le medesi-
me. Oltre alle validazioni, condotte
con riferimento sia a codici commer-
ciali sia a risultati pubblicati nella let-
teratura scientifica, il lavoro presenta
due tipici esempi di applicazione del
modello complessivo, che contempla
il calcolo della dinamica longitudina-
le del treno e quella laterale del veico-
lo. I risultati delle simulazioni effet-
tuate evidenziano il significativo con-
tributo dell’interazione tra veicoli
adiacenti sul rischio di svio. L’obietti-
vo a medio periodo della presente at-
tività di ricerca è quello di realizzare
un simulatore integrato di calcolo,
mediante cui prevedere, con ridotto
onere computazionale, le condizioni
critiche per il possibile svio dei treni.

nonché il rapporto Y/Q corrisponden-
te alle varie combinazioni. Tale rap-
porto è valutato su tutte e quatto le
ruote e viene riportato il valore massi-
mo raggiunto, indipendentemente
dalla ruota. Affinché si determini lo
svio di una ruota, come generalmente
affermato in letteratura [19], è neces-
sario percorrere una certa distanza in
condizioni critiche; tali condizioni so-
no in questo caso descritte dal rappor-
to Y/Q. Per tale motivo, i valori otte-
nuti mediante l’analisi multibody so-
no stati mediati su una distanza di 2m
in modo da considerare valori signifi-
cativi di tale rapporto.

Il valore evidenziato in rosso in ta-
bella 2 rappresenta una condizione li-
mite dato che, durante la simulazione,
si determina lo svio del veicolo. Dall’a-
nalisi effettuata risulta evidente come
al diminuire del raggio delle curve ed
all’aumentare delle forze longitudinali
di compressine si abbia un sensibile
aumento del parametro Y/Q; in parti-
colare è possibile notare come le forze
longitudinali contribuiscano in misu-
ra superiore al 16% sul rischio di svio.

In fig. 23 sono riportati gli anda-
menti del valore massimo del para-
metro Y/Q (mediato su 2 m) valutato
separatamente per la sala anteriore e
per quella posteriore. Dai risultati ot-
tenuti si nota come, nella maggior
parte dei casi, la sala anteriore risulta
maggiormente sollecitata rispetto a
quella posteriore; tali differenze ten-
dono a ridursi al diminuire del raggio
della curva; in particolare, per la si-
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